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Résumé
Dans le même ordre d’idée que la « philosophie » de J. Lubin sur les systèmes dynamiques non archimé-
diens, nous montrons comment toute famille finie de séries de Fq [[X]] qui, pour la loi ◦, sont inversibles et
commutent deux à deux, est reliée à une famille finie d’automorphismes d’une loi de groupe formel sur Fq .
Sous certaines hypothèses, ce groupe formel est une réduction sur Fq d’un groupe formel de Lubin–Tate
sur une extension finie de Qp .
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Abstract
Imitating the Lubin’s philosophy on nonarchimedean dynamical systems, we prove that every finite
family of inversibles series of Fq [[X]] which commute for the law ◦ is connected with a finite family of
automorphisms of a formal group over Fq . In some cases these formal groups are reduction on Fq of
Lubin–Tate formal groups over finite extensions of Qp .
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0. Introduction
Dans son article introductif sur les systèmes dynamiques non archimédiens [2], J. Lubin sug-
gère que la commutation de séries formelles pour la loi de composition est un phénomène qui
d’une manière ou d’une autre se rattache à une loi de groupe formel. Dans cet ordre d’idées,
G. Sarkis a publié des conjectures précises pour les séries formelles sur les corps p-adiques [4]
et aussi sur les corps finis [3]. Dans cet article aussi, la commutation pour la loi ◦ de séries for-
melles sur un corps fini est reliée à l’existence d’un groupe formel. Cependant le lien entre les
conjectures de Lubin–Sarkis et les résultats contenus dans cet article n’est pas clair.
Soit Fq le corps à q = pf éléments où p est un nombre premier. Le but de cet article est de
décrire une nouvelle façon d’associer une loi de groupe formel sur Fq à n’importe quelle famille
finie de séries de Fq [[X]] qui, pour la loi ◦, sont inversibles et commutent deux à deux.
Cette correspondance est issue de la théorie du corps des normes de Fontaine et Wintenberger.
Dans une première partie, nous en rappelons les résultats principaux et nous en donnons une
description d’un cas particulier exclusivement en termes de séries formelles car ce point de vue
est mieux adapté à notre objectif. Ainsi, il apparait nécessaire, pour la bonne compréhension de
cet article, d’expliciter la notion de système projectif de séries et d’énoncer les théorèmes A, B,
C, D, E bien que ce ne soient que des reformulations de résultats connus de la théorie du corps des
normes. Le reste de l’article consiste essentiellement à prouver le résultat principal : théorème 1
ci-dessous, tout en y apportant certaines précisions. On utilisera notamment le fait que les séries
d’ordre fini pour la loi ◦ commutent avec « beaucoup » de séries d’ordre infini (théorème 2).
On note v la valuation habituelle sur Fq((X)) : ∀f (X) = ∑i aiXi ∈ Fq [[X]], v(f ) =
min{i, ai = 0} ; on note également : ∀m ∈ N, f 〈m〉(X) =∑i ami Xi . Pour tout m ∈ Z, la nota-
tion fm ou f (X)m sera relative à la multiplication des séries et la notation f ◦m à la composition.
Donnons d’abord le résultat principal dans le cas particulier où les séries sont à coefficients
dans le corps premier Fp .
Proposition 1. Soient σ1, σ2, . . . , σN des séries réversibles (= inversibles pour la loi ◦)
de Fp[[X]] telles que σi ◦ σj = σj ◦ σi , pour tous 1 i, j N .
Il existe
– une loi de groupe formel F sur Fp ,
– une suite de séries hn(X) ∈ Fp[[X]], non nulles,
– pour tout ν ∈ {1,2, . . . ,N}, une suite de séries σν,n(X) ∈ Fp[[X]]
telle que
• ∀μ,ν ∈ {1,2, . . . ,N}, ∀n 1, σμ,n ◦ σν,n = σν,n ◦ σμ,n,
• ∀ν ∈ {1,2, . . . ,N}, ∀n 1, hn ◦ σν,n = σν ◦ hn,
• ∀ν ∈ {1,2, . . . ,N}, la suite des σν,n(X) converge dans Fp[[X]] vers un automorphisme de F
quand n → +∞.
Dans le cas général, l’énoncé du résultat principal est plus compliqué (à cause de l’action du
Frobenius sur les coefficients des séries).
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pour tous 1 i, j N .
L’une ou l’autre des deux assertions (I) ou (II) suivantes est vraie.
(I) Il existe
– une loi de groupe formel F sur Fq ,
– une série non nulle h(X) ∈ Fq [[X]],
– pour tout ν ∈ {1,2, . . . ,N}, des automorphismes fν(X) de F , tels que h ◦ fν = σν ◦ h.
(II) Il existe
– une loi de groupe formel F sur Fq ,
– une série réversible ψ(X) ∈ Fq [[X]],
– une suite de séries hn(X) ∈ Fq [[X]] telle que v(hn) = apvn avec p  a, v1 = 0 et
limn→+∞ vn = +∞,
– pour tout ν ∈ {1,2, . . . ,N}, une suite de séries σν,n(X) ∈ Fq [[X]]
telle que
• ∀n 1,∀μ,ν ∈ {1,2, . . . ,N}, σμ,n ◦ σν,n = σν,n ◦ σμ,n,
• ∀ν ∈ {1,2, . . . ,N},∀n 1, hn ◦ σν,n = (ψ ◦ σν ◦ ψ◦−1) ◦ hn,
• ∀ν ∈ {1,2, . . . ,N}, la suite des σ 〈pvn 〉ν,n (X) converge dans Fq [[X]] vers un automorphisme
fν de F quand n → +∞.
En outre il existe :
– un groupe abélien infini G d’automorphismes de F ,
– une suite infinie décroissante (Gn) de sous-groupes d’indice fini de G avec (G : Gn) =
apvn et
⋂
n Gn = {0},
tels que, pour tout ν ∈ {1,2, . . . ,N} et pour tous systèmes de représentants Tn de G/Gn vé-
rifiant nm ⇒ Tn ⊃ Tm, la suite des ∏g∈Tn fν ◦ g(X)p−vn converge dans Fq [[{Xp−n}n∈N]]
vers une série σ ′ν(X) ∈ Fq [[X]] telle que : (h1 ◦ ψ◦−1) ◦ σ ′ν = σν ◦ (h1 ◦ψ◦−1).
1. Groupes de séries et corps de normes
Soit K = Fq((X)). Nous commençons par exprimer en termes de séries des conséquences très
simples des deux faits suivants :
– si K est une extension totalement ramifiée de degré n de l’un de ses sous-corps K ′ alors
K ′ = Fq((X′)) où X′ est une uniformisante de K ′ et X est racine d’un polynôme d’Eisenstein
de degré n à coefficients dans K ′, donc X′ = f (X) ∈ Fq [[X]] avec v(f ) = n ; de plus K ′ =
Fq((Y )) où Y est la norme de X dans l’extension K/K ′ ;
– si l’extension finie totalement ramifiée K/K ′ est galoisienne de groupe de Galois G alors
G s’identifie à un groupe de séries opérant par substitution à droite sur les séries éléments
de K .
On appelle groupes de séries (de K) les ensembles de séries réversibles de K qui constituent
des groupes pour la loi de composition.
On dit qu’un automorphisme continu σ de K est ramifié s’il laisse invariant les éléments
de Fq , dans ce cas on note iK(σ ) = v(σ (X)−X)− 1.





i et est donc déterminé par la série σ(X). Dorénavant si on désigne par σ un auto-
morphisme ramifié de K on note σ(X) = Xσ la série associée et l’action de l’automorphisme σ
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groupe d’automorphismes ramifiés de K on note de même l’action de l’algèbre Z[G]
∀f (X) ∈ K, ∀
∑
j
njσj ∈ Z[G], f (X)
∑




f ◦ σj (X)
)nj .
Remarquer que, pour n ∈ Z et σ ∈ G, f (X)nσ = (f (X)σ )n = (f ◦ σ(X))n, et que, pour σ et
τ ∈ G, f (X)τσ = (f (X)σ )τ = f ◦ σ ◦ τ(X).
Pour tout ν ∈ Z[ 1
p
] et tout f (X) =∑i aiXi ∈ K , on note f 〈ν〉(X) =∑i aνi Xi , de sorte que,
pour tout n ∈ Z, f (X)pn = f 〈pn〉(Xpn).
Enfin le groupe des automorphismes ramifiés du corps local K = Fq((X)) s’identifie au groupe
G0 = G0(Fq) des séries réversibles à coefficients dans Fq pour la loi de composition des séries.
C’est un groupe compact pour la topologie définie par la valuation iK .
1.1. Séries normes
Soit G un sous-groupe fini de G0 ; KG désigne, comme d’habitude, le corps des invariants
de G, G étant considéré comme un groupe d’automorphismes de K ; en termes de séries KG =
{f (X) ∈ K; ∀σ ∈ G, f ◦ σ(X) = f (X)}.










de sorte que KG = Fq((NG(X))).












Remarque. Soit τ ∈ G0. Pour que τ soit dans le normalisateur N (G) de G dans G0, il faut et il
suffit que τ commute avec
∑
σ∈G σ c’est à dire que
NG ◦ τ = τG ◦NG.
Dans ce cas, pour tout f (X) ∈ K , on a (f ◦ τ)G ◦ NG(X) = f (X)
∑
σ∈G στ = f (X)
∑
σ∈G τσ =
fG ◦NG(X)τ = fG ◦NG ◦ τ(X) = fG ◦ τG ◦NG(X) et donc
(f ◦ τ)G = fG ◦ τG.
Si, en plus, τG(X) = X alors τ est un KG-automorphisme de K et donc appartient à G. L’ap-
plication τ → τG de N (G) dans XFq [[X]] est donc un homomorphisme de groupes pour la
composition dont le noyau est G.
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γ ∈ G. La série γH ◦ NH(X) =∏h∈H γ ◦ h(X) ne dépend pas du choix du représentant γ de
la classe à gauche {γ ◦ h}h∈H ∈ G/H ; on peut donc identifier la classe à gauche de la série γ
modulo le sous-groupe de séries H à la série γH de K (ou si l’on préfère, la classe à droite de
l’automorphisme γ modulo le sous-groupe H d’automorphismes de K à l’automorphisme γH
de Fq((NH (X)))).
L’identification de G/H à {γH ; γ ∈ G} permet de considérer G/H comme un ensemble de
séries de K , qui est un groupe de séries de K si H est normal dans G.
Supposons à nouveau que le groupe G soit fini. La série
∏
i (γi)H (X) ne dépend pas du choix
d’un système de représentants {γi}i des classes à gauche de G modulo H (des classes à droite si
G est considéré comme un groupe d’automorphismes).








(γi)H ◦NH(X) = NG/H ◦NH(X).




h h)γi =∏i (f ◦ γi)H ◦ NH(X), donc
fG ◦ NG/H =∏i (f ◦ γi)H , et, si en plus le sous-groupe H est normal dans G : fG ◦ NG/H =∏
i fH ◦ γiH ; donc (fH )G/H = fG.
Dans le cas général, pour tout f (X) ∈ K , ∏γH∈G/H f ◦ γH (NH (X)) est la norme de f ◦
NH(X) dans l’extension KH/KG. Il existe donc fG/H (X) ∈ K tel que fG/H ◦ NG(X) =∏
γH∈G/H f ◦ γH (NH (X)), c’est à dire : fG/H ◦ NG/H =
∏
γH∈G/H f ◦ γH .
Ces normes satisfont les relations de transitivité habituelles : si H1 et H2 sont deux sous-
groupes de G tels que H1 ⊂ H2, on a NG/H1 ◦NH1 = NG = NG/H2 ◦NH2 = NG/H2 ◦NH2/H1 ◦
NH1 donc NG/H1 = NG/H2 ◦NH2/H1 .
1.2. Ramification des groupes de séries
Dans ce numéro, nous abordons la traduction de la théorie des corps de normes en termes de
séries formelles. Cela commence par la ramification.
Soit G un sous-groupe fermé de G0. Les sous-groupes de ramification de G sont définis en
« numérotation inférieure » par
G[x] = {σ ∈ G; iK(σ ) x} (∀x ∈ R).





(G : G[t]) et ψG
(
ϕG(x)
)= x (∀x  0)
et les sous-groupes de ramification de G en « numérotation supérieure » par




On a G0 = G[0] = G ; G1 = G[1] est un pro-p-groupe ; le premier saut de la filtration (Gy)
coïncide avec le premier saut de la filtration (G[x]).
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limx→+∞ ϕG(x) = +∞ ; si, de plus, lim infx0 x(G:G[x]) > 0, G est dit strictement arithméti-
quement profini.
Les sous-groupes finis et les sous-groupes G de G0 qui sont des groupes de Lie p-adiques
compacts de dimension finie tels que (G : G1) < +∞ et lim infx0 x(G:G[x]) > 0 sont des groupes
de séries strictement arithmétiquement profinis [7].
Remarque. Pour tout sous-groupe fini H d’ordre m de G0 et toute série τ dans le normalisateur
N (H) de H dans G0, on a :
iK(τH ) =
∑









voir les propositions 1.1.5.1 et 1.1.5.5 de [6].
On en déduit classiquement, comme dans [5], le théorème de Herbrand : si G est un sous-
groupe arithmétiquement profini de G0 et si H est un sous-groupe fini normal de G alors ϕG/H =
ϕG ◦ ψH et ψG/H = ϕH ◦ ψG et la ramification du groupe de séries G/H est donnée par
(G/H)x = GxH/H ou (G/H)[x] = G[ψH(x)]H/H (∀x  0).
Ramification de groupes de séries abéliens. Intéressons-nous aux sous-groupes abéliens fermé
infinis de G0 qui admettent un sous-groupe dense de type fini (on dira topologiquement de type
fini). Ce sont des groupes de Lie p-adiques de dimension finie. Ils s’identifient aux groupes
de Galois de certaines extensions abéliennes de corps locaux admettant K comme corps des
normes ; autrement dit :
Théorème A. (Wintenberger [8, théorème 3.1]) Soit G un groupe de séries de K comme ci-
dessus. Alors G est arithmétiquement profini, il existe une extension abélienne E d’un corps
local F à corps résiduel Fq dont le corps des normes s’identifie à K et pour laquelle G considéré
comme un groupe d’automorphismes de K , s’identifie au groupe de Galois ; Gal(E/F) est alors
l’image de G par un isomorphisme respectant les filtrations de ramification.
Par la théorie du corps de classe local, il en résulte que G filtré par sa filtration de ramification
en numérotation supérieure est isomorphe à un quotient U/V du groupe U des unités du corps lo-
cal F muni de la filtration quotient de la filtration habituelle de U : ∀y  0, (U/V )y = UyV/V .
Corollaire. Suivant la nature de la ramification de G, deux cas se présentent : le cas « e = +∞ »
caractérisé par l’une des assertions équivalentes suivantes :
(i) car(F ) = p ;
(ii) l’élévation à la puissance p applique Gy dans Gpy pour tout y  0 ;
(iii) limx→+∞ x(G:G[x]) = +∞ ;
on dira alors que G est du type e = +∞ ; le cas « e < +∞ » caractérisé par l’une des assertions
équivalentes suivantes :
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(v) l’indice de ramification absolu e de F est tel que l’élévation à la puissance p induise un
isomorphisme de Gy sur Gy+e pour tout y assez grand ;
(vi) lim infx→+∞ x(G:G[x]) ∈ ]0,+∞[ et lim supx→+∞ x(G:G[x]) ∈ ]0,+∞[ ;
on dira alors que G est du type e < +∞.
Dans les deux cas, on dira que e est l’indice de ramification de G.
Remarques. 1. Dans les « indications sur la démonstration » du théorème A données dans [8], il
est montré qu’il suffit de le prouver dans le cas où G  Zp ; et ce dernier cas est traité en détails
dans [10]. Les équivalences (i) ⇔ (ii) et (iv) ⇔ (v) proviennent des propriétés classiques de la
filtration du groupe des unités U . Les équivalences (ii) ⇔ (iii) et (v) ⇔ (vi) deviennent alors
faciles (voir [7, remarque 2.4]).
2. Si G est du type e < +∞, c’est un groupe filtré isomorphe à un quotient du groupe des
unités U d’une extension finie de Qp de degré résiduel f tel que pf = q et d’indice de ramification
absolu e ; il en résulte qu’en désignant par r (respectivement N ) le Zp-rang (respectivement le
nombre minimal de générateurs topologiques) de G, on a r N  ef+1, r  ef et si r = ef alors
G muni de sa filtration de ramification en numérotation supérieure est isomorphe à un quotient
de U par un sous-groupe fini cyclique.
1.3. Systèmes projectifs de séries
Soit G un groupe profini. On note {Gν}ν∈E l’ensemble de ses groupes quotients finis, ρν la
surjection canonique de G sur Gν ; on pose μ ν si kerρμ ⊂ kerρν et dans ce cas, on note ρμ,ν
la surjection canonique Gμ → Gν et Gμ,ν = kerρμ,ν .
On suppose que les Gν sont des groupes de séries de K et que pour tous μ ν, et toute série
σ ∈ Gμ, on ait (avec les notations de 2) ρμ,ν(σ ) = σGμ,ν , c’est à dire :
NGμ,ν ◦ σ = ρμ,ν(σ ) ◦ NGμ,ν .
Il revient au même de supposer que pour μ ν,
NGν ◦ NGμ,ν = NGμ
c’est à dire que NGν = NGμ/Gμ,ν .
Pour λ  μ  ν, on a NGλ,ν = NGμ,ν ◦ NGλ,μ ; en outre Gμ,ν s’identifie à Gλ,ν/Gλ,μ et
NGμ,ν à NGλ,ν/Gλ,μ .
Définition 2. Dans ces conditions, on dit que ({Gν}ν∈E , ρμ,ν) est un système projectif de groupes
de séries de K ou simplement un système projectif de séries de K .
On lui associe les familles projectives de séries : ce sont les familles de séries f = (fν)ν∈E
de K telles que, pour tous μ  ν, v(fμ)  0 et fν ◦ NGμ,ν =∏σ∈Gμ,ν fμ ◦ σ ou encore telles
que (fμ)Gμ,ν = fν .
Exemple. Tout σ = (σμ)μ∈E ∈ lim←−Gμ est une famille projective de séries pour laquelle σν ◦
NGμ,ν = NGμ,ν ◦ σμ pour tous μ ν dans E .
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groupes de séries de K décrivent des extensions galoisiennes infinies totalement ramifiées
L de K : soit {Kν/K}ν∈E l’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de L/K in-
dexées de sorte que Kμ ⊃ Kν dès que μ  ν et soit ρμ,ν l’homomorphisme de restriction
de Gμ = Gal(Kμ/K) sur Gν = Gal(Kν/K). Supposons qu’il existe une famille {Xν}ν∈E telle
que, pour tous μ  ν, Xμ soit une uniformisante de Kμ et que Xν (respectivement X) soit la
norme de Xμ dans l’extension Kμ/Kν (respectivement Kμ/K). L’identification de σ ∈ Gμ à la
série σ(X) ∈ K telle que Xσμ = σ(Xμ) ∈ Fq [[Xμ]] ⊂ Kμ, pour tout ν ∈ E , fait de ({Gν}ν∈E , ρμ,ν)
un système projectif de séries de K .
Remarquons que, quitte à changer l’uniformisante X de K , de telles familles projectives
d’uniformisantes {Xν} existent toujours.
Réciproquement, à partir d’un système projectif ({Gν}ν∈E , ρμ,ν) de K on construit une fa-
mille {(Lν,Xν)}ν∈E où Lν/K est une extension galoisienne finie de groupe de Galois isomorphe
à Gν et où Xν est une uniformisante de Lν de sorte que si Lμ ⊃ Lν alors NLμ/Lν (Xμ) = Xν :
soit Φν le k-isomorphisme de corps valués de Fq((NGν (X))) sur K tel que Φν(NGν (X)) = X ;
il se prolonge en un Fq -isomorphisme Φ˜ν de K sur une extension finie totalement ramifiée
Lν = Fq((Xν)) de K où Xν = Φ˜ν(X) ; pour μ > ν, soit Φμ le Fq -isomorphisme k((NGμ,ν (X)))
sur Lν qui applique NGμ,ν (X) sur Xν ; Φμ se prolonge en un Fq -isomorphisme Φ˜μ de K sur
une extension finie totalement ramifiée Lμ = Fq((Xμ)) de Lν où Xμ = Φ˜μ(X) ; en réitérant cette
opération sur un sous-ensemble cofinal totalement ordonné E0 de E on obtient une extension ga-
loisienne infinie
⋃
ν∈E0 Lν de K décrite par le système projectif de séries de K au sens ci-dessus.
Ramification des systèmes projectifs de séries. La ramification du système projectif ({Gν}ν∈E ,
ρμ,ν) est donnée par les groupes de ramification en numérotation supérieure {Gyν }ν∈E,y0 aussi




(Gν :Gν [t]) ).
On désigne par Gy le sous-groupe lim←−G
y
ν de G = lim←−Gν . Lorsque, pour tout y  0, les Gy
sont d’indice finis dans G, on peut définir les fonctions de Hasse–Herbrand associées : ψG(x) =∫ x
0 (G : Gt)dt et ϕG = ψ−1G ainsi que la numérotation inférieure de la ramification : G[x] =
GϕG(x) ; pour tous ν ∈ E et x  0, on a ϕG(x)  ϕGν (x) (respectivement ψG(x)  ψGν (x)) et
la famille de fonctions {ϕGν }ν∈E (respectivement {ψGν }ν∈E ) converge vers ϕG (respectivement
ψG) suivant le filtre des sections de E .
En général le groupe G = lim←−Gν ne s’interprète pas comme un groupe de séries de K . Ce-
pendant, la théorie du corps des normes [9] permet de le faire dans le cas où le système projectif
({Gν}ν∈E , ρμ,ν) est arithmétiquement profini.
Définition 3. On dit que le système projectif de séries ({Gν}ν∈E , ρμ,ν) est arithmétiquement
profini si pour tout x  0, Gx est d’indice fini dans G. Si, de plus, lim infx→+∞ ψG(x)(G:Gx) > 0 (ou
lim infi→+∞ i(G:G[i]) > 0), on dit qu’il est strictement arithmétiquement profini.
Soit ({Gν}ν∈E , ρμ,ν) un système projectif arithmétiquement profini, pour tout i ∈ N, il existe
νi ∈ E tel que G/G[i] = Gνi .
Ces νi constituent un sous-ensemble cofinal totalement ordonné de E et ν0 est l’unique élé-
ment minimal de E .
Lorsque le système projectif décrit une extension galoisienne infinie L/K , dire qu’il est
(strictement) arithmétiquement profini c’est dire que l’extension L/K est (strictement) arith-
métiquement profinie au sens de Fontaine et Wintenberger [9] ; pour tout μ ∈ E,Gμ correspond
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groupe de ramification Gal(L/K)ψG(i).
Familles projectives normalisantes de séries.
Définition 4. Soit ({Gν}ν∈E , ρμ,ν) un système projectif de séries de K . On dit qu’une famille
projective de séries τ = {τν}ν∈E est normalisante si, pour tout ν ∈ E , v(τν) = 1 et il existe μ ν
tel que τμ ∈N (Gμ).
Dans ce cas, pour tous μ ν, on a τμ ◦NGμ,ν = NGμ,ν ◦ τν .
Lemme 1. L’ensemble des familles projectives normalisantes du système projectif arithmétique-
ment profini ({Gν}ν∈E , ρμ,ν) est un groupe de séries isomorphe à lim←−iN (Gνi ).
Démonstration. Soit τ = {τν}ν∈E une famille projective normalisante ; on note Eτ =
{μ ∈ E; τμ ∈ N (Gμ)} ; c’est un sous-ensemble cofinal de E . Pour ν,μ ∈ Eτ tels que μ  ν
on a τμ ∈ N (Gμ,ν) car pour tout σ ∈ Gμ,ν, (τμ ◦ σ ◦ τ−1μ )Gμ,ν = τν ◦ id ◦ τ−1ν = id donc
τμ ◦ σ ◦ τ−1μ ∈ Gμ,ν . Eτ contient le sous-ensemble cofinal de E constitué des νi . En effet, soit
μ ∈ Eτ tel que νi  μ ; alors Gμ[i] = Gμ,νi et, comme la conjugaison ne modifie pas la rami-
fication, τμ ◦ Gμ,νi ◦ τ−1μ ⊂ Gμ,νi et τμ ∈N (Gμ,νi ) pour tout μ parcourant un sous-ensemble
cofinal de E ; donc τνi ∈N (Gνi ) et le lemme en résulte. 
1.4. Un aspect de la théorie du corps des normes
Il s’agit essentiellement de la théorie du corps des normes dans le cas des extensions stricte-
ment arithmétiquement profinies des corps locaux d’égale caractéristique (voir [6,9]). Dans ce
cas particulier la théorie se prête à une description interne au corps K et c’est cette description
qui fait l’objet de ce qui suit ; elle n’a donc pas de prétention d’originalité.
Soit ({Gν}ν∈E , ρμ,ν) un système projectif arithmétiquement profini de K .
Soient e′ = (G : G[1]) et ei = (G[1] : G[i]), pour tout i  1 ; les ei sont des puissances de p
alors que p  e′.
Pour tout ν ∈ E , on note aussi oν l’ordre du p-sous-groupe de Sylow de Gν de sorte que
∀i ∈ N∗, oνi = ei .












pour tous λ  μ  max(ν, νi) dans E et pour toutes familles projectives de séries (fν) et (gν),
[9, proposition 2.2.1 et lemme 2.3.2.1]. Il en résulte [9, théorème 2.1.3 et proposition 2.3.1] que
la famille de séries {(fν + gν)Gμ,ν }μν converge dans K suivant le filtre des sections de E vers
une limite hν , que les hν constituent une famille projective de séries et qu’en posant {fν} +
{gν} = {hν}, on définit une addition qui, avec la multiplication naturelle, fait de l’ensemble des
familles projectives un anneau isomorphe à Fq [[X]] ; (si L/K désigne l’extension galoisienne
arithmétiquement profinie que décrit le système projectif, cet anneau est l’anneau des entiers du
corps des normes de L/K).
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A chaque famille projective {fν} on peut associer une unique série f (X) ∈ Fq [[X]] vérifiant
v(f (X) − f 〈oν 〉ν (X)) p−1p i pour tout ν  νi [9, remarque 2.3.3.2] ; soit {gν} une autre famille
projective et soit {hν} = {fν}+ {gν}, pour tout ν  νi dans E on a v(fν(X)+ gν(X)−hν(X))
p−1
p
i [9, remarque 2.3.3.1]. Le résultat complet est :
Théorème B. Pour toute famille projective de séries {fν} associée à un système projectif arith-
métiquement profini, la famille des f 〈oν 〉ν converge dans Fq [[X]] suivant le filtre des sections
de E et {fν} → limf 〈oν 〉ν est un isomorphisme de l’anneau des familles projectives de séries sur
l’anneau Fq [[X]].
Soit f = {fν}ν∈E une famille projective de séries et soit τ = {τν}ν∈E une famille normalisante.
Pour tous μ,ν ∈ Eτ tels que μ ν, on a fν ◦ τν ◦Nμ,ν = fν ◦Nμ,ν ◦ τμ =∏σ∈Gμ,ν fμ ◦σ ◦ τμ =∏
σ∈Gμ,ν fμ ◦ τμ ◦ (τ−1μ ◦ σ ◦ τμ) = (fμ ◦ τμ)Gν,ν ◦ Nμ,ν ; comme Eτ = {μ ∈ E; τμ ∈N (Gμ)}
est cofinal dans E , {fμ ◦ τμ}μ∈E définit une famille projective ; il est clair que lim(fν ◦ τν)〈oν 〉 =
(limf 〈oν 〉ν ) ◦ (lim τ 〈oν 〉ν ). En particulier,
Théorème C. [9, corollaire 3.3.4] L’application {σν} → limσ 〈oν 〉ν est un isomorphisme de
groupes filtrés du groupe lim←−Gν sur un groupe de séries de K tous deux filtrés par leur ra-
mification en numérotation inférieure (ou supérieure).
Grâce au théorème 2, par l’intermédiaire de l’isomorphisme {σν} → limσ 〈oν 〉ν , on identifiera
désormais lim←−Gν au groupe G = limG〈oν 〉ν de séries de K .
Remarque. Le groupe des familles projectives normalisantes (lemme 1) s’identifie à un sous-
groupe H du normalisateurN (G) de G dans G0 de la même façon. En fait H=N (G) ; dans les
hypothèses qui nous intéressent, cela résulte aussitôt de la « construction inverse » qui suit. En
outre, on a la suite exacte suivante (ν0 désignant toujours l’élément minimal de E) :
1 −→ G −→N (G) −→ G0,
{τν} −→ τν0 .
La construction inverse. La construction inverse n’est connue que pour certains sous-groupes
fermés strictement arithmétiquement profini de G0.
Théorème D. ([7, théorème 2.3] ou [6, théorèmes 4.1.4.2 et 5.1.1.6]) Soit G un groupe de séries
arithmétiquement profini de K . Supposons que G soit un groupe de Lie p-adique de dimension
finie et que limx→+∞ x(G:G[x]) = +∞. Alors on peut lui associer un unique système projectif
{Gν} de séries de K de sorte que G = limG〈oν 〉ν .
Remarque. La condition limx→+∞ x(G:G[x]) = +∞ est satisfaite notamment quand G est un
groupe de Lie p-adique de dimension finie non nulle qui est le groupe de Galois d’une exten-
sion galoisienne totalement ramifiée de K [7] ou encore quand G est un sous-groupe fermé de
codimension  1 d’un sous-groupe abélien fermé topologiquement de type fini de G0 (voir le
lemme 3 ci-dessous).
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séries {Gν}. Dans ce qui suit nous décrivons sans démonstration le système projectif de séries
{Gν} exclusivement à partir du groupe de séries G. On peut trouver les démonstrations complètes
(au langage près) dans les chapitres 4 et 5 de [6] et également dans [10, sections 2 et 3], dans le cas
particulier où G  Zp (les démonstrations dans ce cas particulier ne sont pas fondamentalement
différentes de celles du cas général).
Soit f (X) ∈ Fq [[X]] et soit {fν} la famille projective du système projectif de séries {Gν} telle
que f (X) = limf 〈oν 〉ν (X). Il s’agit de calculer fν(X) en fonction de f (X).
Soit H un sous-groupe ouvert de G[1] distingué dans G ; notons Gμ = G/H et T un système
de représentants des classes de G[1] modulo H ; on a oμ = (G[1] : H [1]). Pour tout entier j as-
sez grand, soit Tμ,j un système de représentants des classes de H modulo G[j ]. Pour j → +∞,
la suite des
∏
σ∈Tμ,j (f ◦ σ(X))(ej /oμ)
−1
converge dans l’anneau Fq [[{Xp−n}n1]] vers f 〈oμ〉μ (X)
et fν1(X) =
∏
τ∈T fμ ◦ τμ(X) (la convergence ci-dessus est définie par l’unique prolongement
de la valuation v à l’anneau Fq [[{Xp−n}n1]]).
Pour tous entiers i  1, soit Ti un système de représentants des classes de G modulo G[i]
et soit T un système de représentants des classes de G modulo G[1]. Pour i → +∞, la suite
des
∏
σ∈Ti (f ◦ σ(X))e
−1
i converge dans l’anneau Fq [[{Xp−n}n1]] vers fν0(
∏
τ∈T τν1(X)) =∏
τ∈T fν1 ◦ τν1(X).
Lemme 2. L’application τ → {τνi } est un isomorphisme du normalisateur N (G) de G dans G0
sur lim←−iN (Gνi ).
Démonstration. D’après le lemme 1 et la dernière remarque, il suffit de vérifier que si τ ∈N (G)
alors ∀i  0, τνi ∈N (Gνi ), ce qui est immédiat. 
En plus des notations ci-dessus, pour tout i  1, on pose ni = NGνi et pvi = (G[1] : G[i]) =
v(ni )/(G : G[1]). On a alors :
Proposition 2. Pour tout τ ∈N (G), la suite de séries (τνi ) vérifie les conditions :





ou, ce qui est équivalent, les conditions :





τ ◦ σ(X))(ej /ei )−1 = τ 〈pvi 〉νi (X) et τν0 ◦ n1 = n1 ◦ τν1 .
2. Groupes de séries abéliens
Nous aurons encore besoin de deux conséquences de la théorie du corps de normes.
Théorème E. ([9, 2.3.3.2] ; [6, section 2.3] et [1, lemme 3.2]) Soient L0 un corps local à corps
résiduel Fq , π une uniformisante de L0, F un groupe formel de Lubin–Tate associé à π , Lπ l’ex-
tension totalement ramifiée, abélienne, maximale correspondante et soit L le corps des normes
de Lπ/L0. A toute unité u de L0 on associe l’automorphisme [u] du groupe formel F tel que
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torsion λ ∈ Lπ , [u] la série ∈ Fq [[X]] obtenue en réduisant les coefficients de [u](X) modulo π
et su l’automorphisme de L correspondant à su. Alors il existe une uniformisante Π de L telle
que, pour tout unité u de L0, on ait su(Π) = [u](Π).
Enfin le résultat suivant qui peut être prouvé directement se déduit simplement de la théorie
du corps des normes :
Lemme 3. Soit G un groupe de séries abélien, infini et topologiquement de type fini et soit H un
sous-groupe fermé de G. Si H est de codimension  1 alors H est du type « e = +∞ ».
Démonstration. Soit E/F une extension de corps local de groupe de Galois isomorphe à G
dont le corps des normes soit K (théorème A). Soit E′ le corps des invariants de l’image de H
dans Gal(E/F). Soit K ′ le corps des normes de E′/F . Il y a une équivalence de catégories
entre la catégorie des extensions séparables de E′ et celle des extensions séparables de K ′, les
flèches étant les plongements séparables continus [9, théorème 3.2.2]. Soit E′′ l’extension de K ′
correspondant à E par cette équivalence de catégories. Les groupes filtrés par la ramification en
numérotation inférieure H et Gal(E′′/K ′) sont isomorphes et car(K ′) = p ; H est donc du type
e = +∞. 
2.1. Commutants des groupes de séries finis
Théorème 2. Soit H un sous-groupe fini de G0. Pour tout entier n 1, il existe un sous groupe
abélien fermé de G1 = G0[1] isomorphe à Znp formé de séries qui commutent avec toute les séries
appartenant à H .
Démonstration. Soit S = S(X) =∏h∈H h(X) ; H s’identifie au groupe de Galois de l’exten-
sion K = Fq((X))/Fq((S)). Soit σi(S) = S + αi,2S2 + · · · + αi,nSn + · · · ∈ Fq [[S]] des séries
d’ordre infini pour la composition, qui commutent deux à deux, de sorte que le groupe fermé de
séries de Fq((S)) qu’elles engendrent soit isomorphes à Znp . On note G le groupes des automor-
phismes de Fq((S)) correspondant. Par le théorème A, il existe une extension totalement ramifiée
E d’un corps local F0 à corps résiduel Fq dont le corps des normes est Fq((S)) et dont le groupe
de Galois s’identifie à G. Par le théorème E, il existe une extension finie E′ de E dont le groupe
de Galois s’identifie à H : c’est l’extension correspondant à K = Fq((X))/Fq((S)) par l’équiva-
lence de catégories provenant du corps des normes Fq((S)) de l’extension E/F0. En considérant
un élément primitif α tel que E′ = E(α), il est clair qu’il existe une sous-extension finie F1/F0
de E/F0 et une extension galoisienne finie F ′1 = F1(α) de F1 linéairement disjointe de E/F1
telle que E′ = EF ′1 . Quitte à remplacer F1 par une extension finie de F1 contenue dans E, on
peut supposer que le groupe de Galois de E/F1 est Gp
m pour un certain entier m. Le corps des
normes de E/F1 s’identifie à Fq((S)), celui de E′/F1 à Fq((X)) et le groupe de Galois de E′/F1
s’identifie à un groupe de séries de Fq((X)) isomorphe à Gp




i (X) ∈ Fq((X)) telles que S ◦ ˜σ ◦p
m
i (X) = σ ◦p
m
i ◦ S(X), qui engendrent un groupe de séries
isomorphe à Znp et qui commutent avec toutes les séries de H . 
Remarque. Ce résultat ne s’étend pas au cas où le groupe H est infini. Par exemple, le commu-
tant dans G1 d’une série minimalement ramifiée est un sous-groupe de G1 isomorphe à Zp [1].
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infini pour ◦. Alors pour tout entier m assez grand, il existe une série fm(X) ∈ G1 telle que
fm ◦ h = h ◦ fm et telle que g◦pm soit « isogène à fm » ( : ∃S(X) ∈ G0, S ◦ fm = g◦pm ◦ S).
Démonstration. Cela découle immédiatement de la démonstration précédente dans le cas où on
prend N = 1, σ1 = g, S(X) le produit des séries appartenant au groupe engendré par h(X) et
fm(X) = ˜σ ◦pm1 (X). 
Remarque. Il est raisonnable de se demander si une démonstration directe du corollaire 1 n’uti-
lisant pas la théorie du corps des normes est possible ; le théorème 2 en résulterait.
Corollaire 2. Soit H un sous-groupe abélien fini de G0. Il existe un sous-groupe abélien, fermé
et infini de G0 de type e = +∞ et un sous-groupe abélien, fermé et infini de G0 de type e < +∞
dont H est le sous-groupe de torsion.
Démonstration. Dans la démonstration du théorème 2, on prend N = 1 et σ1 = g. On peut
choisir g de sorte que le sous-groupe fermé 〈g〉 engendré par g dans G1 soit de type e = +∞
ou e < +∞. Le sous-groupe fermé G de G0 engendré par H ∪ {˜σ ◦pm1 } est du même type car si
l’indice de ramification de 〈g〉 est e ∈ N∗ ∪ {+∞}, celui de G est pme, comme on peut le lire sur
les extensions arithmétiquement profinies correspondantes. 
Remarque. Il y a un énoncé analogue pour tout groupe fini H non nécessairement abélien.
2.2. Démonstration du théorème 1
Soit Γ0 le sous-groupe fermé de G0 engendré par {σ1, σ2, . . . , σN } et soit Γ1 un sous-groupe
abélien, fermé, infini et topologiquement de type fini contenant Γ0 (voir le corollaire 2 du théo-
rème 2 ; si Γ0 est déjà infini, on prend Γ1 = Γ0). Soit E une extension d’un corps local F dont
le corps des normes est K = Fq((X)) et dont le groupe de Galois s’identifie à Γ1 (théorème A).
Comme E/F est une extension abélienne totalement ramifiée, il existe une extension abélienne,
totalement ramifiée et maximale de F qui contient E : le corps des invariants F 〈φ〉ab de φ où φ
désigne un relèvement dans le groupe de Galois de l’extension abélienne maximale Fab/F de
l’automorphisme de Frobenius sur F , qui fixe E. Si π est l’uniformisante de F qui engendre
le groupe des normes universelles de F 〈φ〉ab /F , alors Fπ = F 〈φ〉ab est l’extension de F engendrée
par tous les points de πn-torsion d’un groupe formel de Lubin–Tate Fπ sur F associé à π . On
note G = Gal(Fπ/E) et U le groupe des unité de F . L’application de réciprocité d’Artin permet
d’identifier U muni de sa filtration usuelle à Gal(Fπ/F ) muni de sa filtration de ramification en
numérotation supérieure.
Soit L l’extension séparable du corps des normes K de E/F correspondant à Fπ par l’équi-
valence de catégories de Wintenberger [9, théorème 3.2.2]. D’après le théorème F, G s’identifie
au groupe de Galois de L/K et on a la suite exacte de groupes filtrés :
0 −→ G −→ U −→ Γ1 −→ 0
où G et Γ1  Gal(E/F) sont muni de leurs filtrations de ramification en numérotation supé-
rieure.
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uT modT 2 et la série [u](T ) ∈ Fq [[T ]] obtenue en réduisant les coefficients de [u](T ) modulo π .
L’ensemble U = {[u](T ) ∈ Fq((T )); u ∈ U} est un groupe de séries isomorphe au groupe filtré U
pour sa filtration de ramification en numérotation supérieure et il existe une uniformisante Π du
corps des normes Fq((Π)) de Fπ/F , ou de L/K (théorème F), telle que la substitution à droite
par [u](Π) corresponde à l’inverse de l’application d’Artin (u−1,Fπ/F ) (théorème E). Par les
propriétés de transitivité des corps de normes [9, proposition 3.4.1], Fq((Π)) est le corps des
normes de L/K . Soit Y la projection de Π dans le corps de normes K = Fq((X)) ; Y = ψ(X) où
ψ(X) ∈ Fq [[X]] est une série réversible. Le foncteur corps de normes transforme la restriction
(u−1,E/F) de (u−1,Fπ/F ) à E en la substitution à droite des séries de K = Fq((Y )) par une
série ρu(Y ). On note ρ l’homomorphisme [u](Π) → ρu(Y ) et on a la suite exacte de groupes
filtrés
0 −→ G −→ U ρ−→ Γ1 −→ 0.
Considéré comme un automorphisme de K , ρu opère sur les séries de Fq((X)) en substi-
tuant à droite X par la série Xρu = ψ◦−1 ◦ ρu ◦ ψ(X). Soit Γ = ψ ◦ Γ1 ◦ ψ◦−1 = {ψ ◦ γ ◦
ψ◦−1(Y ); γ (X) ∈ Γ1}.
Supposons d’abord que [Fπ : E] = +∞ et déduisons-en les conclusions (II) du théorème 1.
Il existe un système projectif {Gν} de séries de Fq((Y )) tel que G = limG〈oν 〉ν (théorème D) ;
U est un sous-groupe du normalisateur de G dans G0 ; il s’identifie donc à un groupe de familles
normalisantes de {Gν} dont Γ est la première projection (voir le lemme 2).
Pour tout ν ∈ {1, . . . ,N}, soit uν ∈ U tel que Xρuν = σν(X). Par la proposition 1, on peut
associer à [uν](Π) ∈ U une suite de séries σν,νi (Y ) ∈ Fq [[Y ]] (i ∈ N∗, νi conforme aux notations
de la proposition 1), telle que





avec ni = NGνi et pvi = (G[1] : G[i]).
Pour se ramener aux conclusions (II) du théorème 1, il suffit de prendre hn = nn, fν = [uν] et
pour F le groupe formel sur Fq obtenu en réduisant modulo π les coefficients de Fπ . La dernière
conclusion du théorème résulte aussi de la proposition 2 pour τν1 = fν .
Le cas où [Fπ : E] < +∞ est plus simple et a déjà été traité dans [1]. Le sous-groupe G de U
est alors fini est nécessairement cyclique, Y =∏g∈G g(Π) et ρu(Y ) =∏g∈G g ◦ [u](Π). Soit,
comme précédemment uν ∈ U tel que σν(X) = Xρuν = ψ◦−1 ◦ ρuν ◦ ψ(X). Alors, en posant
h(T ) =∏g∈G g ◦ψ◦−1(T ), on a bien σν ◦ h = h ◦ [uν].
Remarque. Il ressort de la démonstration précédente que, dans le théorème 1, on peut prendre
pour F une réduction sur Fq d’un groupe formel de Lubin–Tate sur un corps local F à corps
résiduel Fq ; ce corps local F sera de caractéristique 0 si le groupe de séries Γ0 est infini et
d’indice de ramification fini et de caractéristique p dans le cas contraire. Si Γ0 est fini, on peut
choisir pour F aussi bien un corps local de caractéristique 0 ou p (corollaire 2 du théorème 2).
2.3. Le cas particulier : q = p
Rappelons que, dans le cas où K = Fp((X)), le théorème principal peut s’énoncer de façon
plus simple sous la forme de la proposition 1 de l’introduction.
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rème 1 vérifient σ 〈p
vn 〉
ν,n (X) = σν,n(X). Il suffit alors de remplacer, dans les conclusions (II) du
théorème 1, hn par ψ ◦hn ◦ψ◦−1, σν,n par ψ ◦σν,n ◦ψ◦−1 (pour tous n ∈ N∗ et ν ∈ {1, . . . ,N}),
et F par le groupe formel ψ ◦ F(ψ◦−1(X),ψ◦−1(Y )). Il se peut que les suites (hn) et (σν,n)
soient constantes auquel cas on retrouve les conclusions (I). 
2.4. Le cas particulier : G = (0)
Supposons que G = (0) c’est à dire que E = Fπ dans la démonstration du théorème 1. Si l’on
se restreint au cas où le groupe Γ = Γ0 engendré par les σν est infini, alors c’est un groupe filtré
par sa ramification supérieure isomorphe au groupe des unités U du corps local F . Comme Γ0 est
topologiquement de type fini, car(F ) = 0, son indice de ramification est l’indice de ramification
absolu e de F et son groupe de torsion s’identifie au groupe des racines de l’unité de F . La
filtration de ramification de Γ se déduit aussitôt de la filtration de U par la théorie du corps
de classes local : le groupe quotient Γ/Γ 1 est cyclique d’ordre q − 1, pour tout n  1, les
groupes Γ n/Γ n+1 sont p-élémentaires d’ordre q , l’élévation à la puissance p applique Γ n sur
Γ λ(n) et induit une bijection de Γ n/Γ n+1 sur Γ λ(n)/Γ λ(n)+1 avec λ(x) = min(px, x + e) sauf
si n = e/(p − 1) et si Γ possède de la p-torsion, auquel cas le noyau de cette application :
Γ e/(p−1)/Γ e/(p−1)+1 → Γ ep/(p−1)/Γ ep/(p−1)+1 est cyclique d’ordre p.
La réciproque est exacte ; plus précisément :
Proposition 3. Soient σ1, σ2, . . . , σN des séries réversibles de Fq [[X]] telles que σi ◦σj = σj ◦σi ,
pour tous 1  i, j  N . Supposons que la filtration de ramification du sous-groupe fermé Γ




(Γ : Γ [x]) < +∞,
(
Γ : Γ 1)= q − 1, ∀n 1, (Γ n : Γ n+1)= q.
Alors il existe une extension finie de Qp et une loi de groupe formel de Lubin–Tate F sur F as-
sociée à une uniformisante π telle que les σν soient les réductions modulo π d’automorphismes
de F .
Démonstration. Puisque lim infx→+∞ x(Γ :Γ [x]) < +∞, le corps local F fourni par le théo-
rème A est une extension finie de Qp (voir le corollaire au théorème A). Soit U le groupe de
ses unités et soit V le sous-groupe fermé de U tel que Γ soit isomorphe à U/V par un iso-
morphisme qui applique la filtration de ramification (Γ n)n sur la filtration quotient ((U/V )n)n
((U/V )n = UnV/V ). Il suffit de montrer que V = (1) ; et cela est évident : s’il existait
v ∈ (Un  Un+1) ∩ V , alors on aurait (U : U1V ) < q − 1 si n = 0 ou (UnV : Un+1V ) < q
si n 1 donc (Γ : Γ 1) < q − 1 ou (Γ n : Γ n+1) < q avec n 1. 
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